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Abstract：The large-scale three-dimensional inversion of surface gravity / tensor gravity data is a very 
challenging numerical and practical problem, which is a highly physical memory usage, time-consuming 
computation and high precision for large-scale gravity models. Equivalent geometric architecture was introduced 
to avoid to calculate and to save sensitivity matrix. A new equivalent geometric architecture was not rely on 
symmetrical characteristic of gravity field by added three virtual grids into geophysical model. A new fast forward 
method was proposed based translation equivalent technique based toeplitz matrix, which a toeplitz matrix carried 
out fast matrix-vector multiplication by using the fast Fourier transform. Numerical experiments show that the 
method proposed in this paper is require little memory, high efficiency and high precision. 
Keywords：equivalent geometric architecture; full tensor gravity; translation equivalent technique; rapid forward 
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1 绪  论 
重力/重力梯度正演计算效率制约着大尺度重力资料反演解释(陈召曦等， 2012； 吴文
鹂等, 2009； 姚长利等， 2003)。目前构建正演算子主要有如下两种途径：一、基于积分方
程，以有解析解的简单规则体对地质体进行离散，基于位场可叠加原理，通过叠加各简单规
则体的异常响应获得重力场，如面元法和点元法等(曹书锦等， 2010)；二、基于偏微分方
程，利用如有限差分法(Farquharson and Mosher， 2009；Camacho et al., 2011)、有限元法(徐







Moorkamp et al., 2010)采用GPU并行计算技术实现了重力和重力梯度分量快速正演计算。由
于不储存核矩阵，这导致了反演计算效率相对较低。另一方面，在不更换计算设备的前提下，
开展核矩阵压缩技术研究。如Li等(Li and Oldenburg， 2003)通过小波变换来降低核矩阵内
存消耗，Mukherjee et al.(2004)采用质点球的解析解替代直立六面体的解析解以加快正演计













导数gx、gy 和gz 在笛卡尔坐标系X、Y和Z等三轴向上的变化率，即重力位的二阶导数(Mickus 
and Hinojosa, 2001; Mukherjee et al., 2004)，则重力梯度可写为： 
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T        (1) 
由于重力场为无旋场和无散场(Telford and Sheriff, 1990; Blakely, 1996)，根据场论可知：
gxy=gyx、gxz=gzx、gyz=gzy 和 gzz= -(gxx+ gyy)，所以T仅有5个独立分量，即式(1)中方框内的元素。 
 
(a) 地下剖分单元示意图, (b) 测量示意图 
图 1  地下剖分模型示意图 
Fig. 1  Interpretation models of the subsurface. (a) discrete schematic diagram of interpretation models, (b) 




坐标系三轴向剖分数分别为nx、ny和nz，观测点个数为Nd = nx×ny，物性网格个数为 Nm = nx × 
ny × nz，并以 ,p q （对于等维反演而言(张永明和张贵宾， 2009)为 , ,p q t ）和 , ,l m n 分别
对任一观测点P及任一物性网格Q按其所处空间维度进行编号。限于篇幅，仅以Δg为例，密
度值为  , ,   的物性网格Q在观测点P处的异常响应的计算公式为(Li and Chouteau， 1998)： 
 
22 2 2








i j k i ki k
i ji i
j k






z ry zy z
   
  
  
      
   
 
    
     

  (2) 
其中，  1 1 1, ,   和  2 2 2, ,   分别为长方体两对角顶点坐标； i ix x   ， j jy y   ，














         (3) 
其中， id 为第i个观测点处的重力/重力梯度异常值， ijG 为第j个物性网格在第i个观测点
处的核函数， j 为第j个物性网格的密度值。 
写成矩阵形式： 









中两类位场勘探方法为例，两者的观测点个数大体一致。由式(4)可知NG= (1024 × 1024 × 100) 
× (1024 × 1024 × 100) ≈ 1.1×1016。无论是采用双精度还是单精度存储，都远超现有个人计算
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   的物理含义为物性网格Q在观测点P处的核函数。 
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图 2  两类位场勘探观测点布设方案简要示意图。（a）等维反演，（b）常规反演 






   以观测





K ，即对应于核函数 ,i jK ： 
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   具
有平移等效性、位场对称性和互换等效性。所谓的互换等效性即指当观测点P与物性网格Q
两者空间位置互换时，核函数不发生变化，可表述为(姚长利等，2003) 
, , , ,
, , , ,
p q t l m n
l m n p q t
K K  
在笛卡尔坐标系中，任意关于X轴对称的两点(-x, y, z)和(x, y, z)处的核函数相等，即位场
对称性，可表述为(姚长利等，2003) 
, , , ,
, , , ,
p q t p q t
l m n l m n
K K  
同样地，当关于Y轴对称时， 
, , , ,
, , , ,
p q t p q t
l m n l m n
K K  
所谓的平移等效性即指当观测点P与物性网格Q的相对空间位置没有变化时，无论观测
点P或物性网格Q移动到何处，其核函数值始终保持不变，可表述为(姚长利等， 2003) 
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       (8) 
式(8)被称之为等效几何构架计算公式(姚长利等，2003)。但由于式(8)使用了绝对值标记
，这使得正演计算依赖于位场的对称性，即 l p 依赖于位场关于Y轴对称和 m q 依赖于
位场关于X轴对称。由式(8)可知，在计算重力场gz时，仅需存储等效几何构架计算原点关于
所有物性网格的核函数。因而，等效几何构架需要存储核函数个数为 
NG=NM×Nd =(1) (nx × ny × nz)       (9) 
2.2.2 扩充平移等效性 
如图 3所示，在等效几何构架计算策略下，首先将原有观测网S（黑色线框）内任一观




图 3  虚拟物性网格设置示意图 
Fig. 3  Schematic diagram of virtual grid  
为不依赖于位场的对称性，在关于X轴、Y轴和计算原点对称的方位添加三个与原有地
下物性区域一样大小的虚拟网格(两点划线)，从而三个虚拟网格与原有网格S构建虚拟物性
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图 4  位场勘探测线示意图 
Fig. 4  sketch of prospecting line 
以图 4中的第q条测线及所对应的第m列网格的观测方案为例，仿写式(12) 
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 (13) 
或 
q,m qmG ρ d         (14) 
式中： q,mG 为第q条测线关于第m列物性网格的核矩阵， mρ 为第m列物性网格的密度值，
qd 为第m列物性网格在第q条测线上引起的异常值， 'i  = (q-1) × nx+(t-1) × nx × ny， 'j  = (m-1) 
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或当Δq=1且Δm=2时： 
' '' ' ' ' ' ' ' ' 1,1, 2 2, 3 , 1 , 1 y yi n j ni j i j i q j q i m j mK K K K K




























q,mG        (17) 
式中， 0 -1 2 1, , , , yna a a a 
 
 对应于式(13)中矩阵 q,mG 的第一列， 0 1 2 1, , , , yna a a a 
 
 对应
于式(13)中矩阵 q,mG 的第一行，即通过 2 1yn  个元素可以表达 q,mG 。 
由Toeplitz矩阵定义可知(Chan and Jin， 2007)， q,mG 为Toeplitz矩阵(见图 5)。根据
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G ρ a       (18) 
式中， 与 F 为傅里叶变换对；T为矩阵转置标记；作为替代核矩阵而需要存储的部分
a 为： 



















































其中， , , , ,  y0 -1 -2 1-nb b b b 对应于式(13)中矩阵 t,n
G 第一列， , , , ,  y0 1 2 n -1b b b b 对应于式
(13)中矩阵 t,nG 的第一行，即通过2ny-1个子矩阵可以表达 t,nG 。那么内存占用比率至多为原
有的： 
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2 2
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图 5  单层观测点所对应于单层物性网格的核矩阵示意图 
Fig. 5  Schematic diagram of gxx with single layer mesh for all survey point 
对于常规勘探观测方案而言，一般地，由单层观测点(即t = 1时)和多层物性网格构成核
矩阵G，即核矩阵G可以由多个 t,nG 子矩阵组成的向量构成： 
   1,1 1,2 1,nG G G G        (21) 
由(19)~(21)式可知，替代存储核矩阵G而需要存储元素个数为 
NG=Nm×Nd =(1) ( (2nx-1) × (2nx-1)× nz)    (22) 























300 m × 300 m × 300 m、顶板埋深为500 m、底板为800 m且剩余密度为0.3 × 103 kg/m3的异常
体。将异常体中心于地面的投影作为笛卡尔坐标系的原点，nx、ny和nz分别为40、40和30；
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观测点间距为50 m，观测点个数为40 × 40=1600，观测点高度为地面上50 m，物性网格数个
为40 × 40 × 20= 32000。 
 
图 6  重力场一阶导数及重力梯度张量快速正演结果 
Fig.6  Reuslts of forward the frist and second-order derivative of gravity based on rapid algrithm 
 
图 7  重力场一阶导数及重力梯度张量快速正演结果残差 














图 8  zg  正演模拟计算时间与模型规模关系曲线 








图 9  zg 正演模拟用户内存消耗峰值与模型规模曲线 
Fig.9  Comparing peak memory usage of zg  component with different sizes models 







图 10  gxx正演模拟计算时间与模型规模关系曲线 







图 11  gxx正演模拟用户内存消耗峰值与模型规模曲线 
Fig. 11  Comparing peak memory usage of gxx component with different sizes models 
通过图 9与图 11对比发现，以上三种算法的gxx正演计算的用户内存峰值均与gz的一致，
也与式(5)、式(9)和式(22)式所描述的需要存储的核函数个数的关系一致。通过对比不同大小
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